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摘要 

本文以介質理論觀點模擬及預測水泥基複合材料的長期應力應變行為。將水泥及飛

灰水泥視為複合材料的基材，並加入 29％、38％及 49％等三種體積比的細骨材構成水
泥複合材料及飛灰水泥複合材料，九種材料齡期為 7天、14天、28天、2個月、3個月、
6個月、9個月、12個月及 18個月。研究結果顯示，四參數力學模型能模擬基材的應力

-應變曲線，這四個參數 )(1 tk 、 )(2 tk 、 )(1 tη 及 )(2 tη 為基材齡期的函數，會隨著基材種類

與齡期而改變，且能夠準確模擬不同齡期時基材的應力-應變行為。利用介質理論與正

割模數法並配合四參數力學模式所預測水泥基複合材料的理論應力-應變曲線與試驗曲
線相當接近，印證所提的模擬方法能夠預測水泥基複合材料的長期應力-應變行為。 
關鍵字: 水泥基複合材料，長期應力-應變曲線，介質理論 

 

Abstract 

A micromechanics approach is proposed to predict long-term stress-strain curves of 
cement-matrix composites. Two cement bonders, cement paste and fly ash cement, were 
chosen to be the matrix, and three fine sands with 29%, 38%, and 49% by volume were used 
as the inclusion. Among them, nine material ages with 7 days, 14 days, 28 days, 2 months, 3 
months, 6 months, 9 months, and 18 months were investigated. Results show that a 
four-parameter model with )(1 tk , )(2 tk , )(1 tη  and )(2 tη  in terms of material age t  is 
able to simulate the long-term stress-strain curves of cement binders. According to the 
simulated behavior of cement binders, theoretical calculations based on the inclusion theory 
and the secant moduli method for the mechanical behavior of cement-matrix composites are 
obtained. Comparisons between theoretical stress-strain curves and experimental curves of 
cement-matrix composites show that the agreements are in an acceptable range. 
Keywords: cement-matrix composite, long-term stress-strain curve, inclusion theory 
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一、前言 

水泥基複合材料(cement-matrix composite)的應力-應變行為與其配比、齡期、骨材形狀及各

組成材料的性質有關，再加上製造技術與環境因素的影響，其性質變異性極大，對工程應用上

造成許多困擾。雖然近年來試驗儀器及觀測設備的進步，使得混凝土力學(concrete mechanics)
理論尚能掌握材料的性質。然而，水泥基複合材料的行為大都以 28天齡期的性質做為預測或設
計依據，而完工後之混凝土結構物因水泥膠結材(binder)性質會隨著齡期(如水化程度)、添加物(如
卜作嵐材料、強塑劑)或外在環境(如酸、鹼、劣化)變化而改變，使得水泥基複合材料(如普通混
凝土、飛灰混凝土、高性能混凝土等)結構物行為也隨著使用期限而不同，導致使用壽命年限內

之結構物的行為與當初設計有所不同，造成結構物需要維修或補強時沒有可靠的設計依據，因

此需要有一簡單可靠的預測理論來瞭解長齡期水泥系複合材料的性質。 
有關利用理論或數值分析模擬複合材料行為的方法很多，例如模擬金屬基(metal-matrix)或

陶瓷基 (ceramic-matrix)複合材料的彈性行為 [1-6]，模擬高分子材料 (polymers)的黏彈性
(viscoelastic)行為[7,8]，以及金屬基複合材料之彈塑性(elastoplastic)或潛變(creep)行為的分析與預
測，也有很多理論與數值解[9-13]。但是，土木營建工程常用的水泥系材料而言，所關心的是強

度-齡期( tf c − )、彈性模數-齡期( tE − )關係、潛變、或者固定材齡之應力-應變行為，且其行為

大都依據半經驗公式、規範(Code)或一些簡單的力學模式來描述[14-18]，但對水泥基複合材料

的應力-應變曲線與齡期關係(非鬆弛或潛變)的理論預測較少，而此材料行為卻是長齡期混凝土

結構物在使用安全所必須要知道的。 
為瞭解混凝土材料的長期行為，本文以微觀力學為基礎，配合一個四參數力學模式來模擬

水泥基複合材料的長期應力-應變行為，嘗試提出一可靠的長期應力-應變曲線預測公式，將有助
於了解現有水泥系結構物在使用年限內的行為。 

二、材料試驗計畫 

本文主要目的是預測長齡期水泥基複合材料的應力-應變行為，故試驗目的主要是藉由量測

並記錄不同齡期的材料應力-應變行為，經由迴歸分析和四參數模型，獲得水泥基材(cement 
matrix)應力-應變曲線的模擬公式。水泥基材有兩種，為水泥膠結材(cement binder)及以部分飛灰
取代水泥所構成的飛灰水泥膠結材(fly ash/cement binder)，其中飛灰水泥膠結材是以飛灰取代 25
％的水泥體積作為膠結材。另外，試驗還包括以水泥膠結材及飛灰水泥膠結材混合不同骨材含

量所形成的水泥基複合材料，量測長齡期水泥複合材料和飛灰水泥複合材料的應力-應變曲線，
並與所提出的理論結果做比較，以確認本文理論的可靠性。 

由於試驗著重於不同齡期水泥基複合材料應力-應變行為，故採用固定水膠比，其中水泥膠

結材的水灰比 W/C=0.45，飛灰水泥膠結材的水膠比 W/B=0.41。兩種水泥基複合材料的骨材體

積含量分別為 0％(即水泥膠結材或飛灰水泥膠結材)、29％、38％、49％，這兩種膠結材所組成

複合材料配比如表 1及表 2所示。骨材彈性模數為體積模數 1κ  =19.46 GPa，剪力模數 1µ =18.44 
GPa。材料齡期有 7天、14天、28天、2個月、3個月、6個月、9個月、12個月及 18個月等
九個齡期。載重速率採應變控制，應變速率(strain rate)為 1×10-5/sec。 
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表 1  水泥複合材料配比(kg/m3) 

1c  水 水泥 細骨材 

0 586 1302 － 

0.29 415 921 775 

0.38 362 804 1014 

0.49 298 623 1301 
 

表 2  飛灰水泥複合材料配比(kg/m3) 

1c  水 水泥 細骨材 飛灰 

0 546 1133 － 200 

0.29 384 796 788 140 

0.38 334 693 1029 122 

0.49 275 570 1316 101 
 

三、水泥基複合材料行為預測 

3.1 四參數力學模式 
利用四參數模型[19]為基礎來模擬水泥膠結材及飛灰水泥膠結材的應力-應變行為，這裡考

慮材料齡期的影響，將力學模型修正如圖 1型式，其中 )(TP 為外載重與加載時間T有關， )(1 tk
及 )(2 tk 為彈簧係數， )(1 tη 及 )(2 tη 為阻尼係數，而這四個參數皆為齡期 t的函數， 1δ 、 2δ 、 3δ
分別為圖中各組成區段的變形量。若試驗過程是位移控制，則總變形量 Tu ⋅=++= 32 δδδδ 1 ，

其中u為萬能試驗機加載於試體的變位速率。在代入邊界條件 0=T 時 ( ) 0=TP ，可得到材料的

本構方程式(constitutive equation)： 

 ut
b
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其中 b為常數和材料特性有關，特徵根 1m 和 2m 有下列關係： 
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利用試驗獲得的水泥基材(膠結材)應力-應變曲線，以廻歸法求得各齡期的四個參數後，即

可得知四參數與齡期的關係，這個材料行為可做為預測長齡期水泥基材應力-應變曲線的依據。 
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圖 1 四參數模型 
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3.2 水泥系複合材料應力-應變曲線理論 
為獲得複合材料的性質，採用 Eshelby-Mori-Tanaka的介質理論[4,5]來計算雙相複合材料的

體積彈性模數和剪力彈性模數公式如下[3,6]  

 
)/(1 121

0

ppc+
=

κκ ； 
)/(1 121

0

qqc+
=

µµ   (2) 

其中 0κ 和 0µ 分別為基材 (膠結材 )的體積彈性模數 (bulk modulus)和剪力彈性模數 (shear 

modulus)， 1c 為介質(骨材)的體積含量比，參數 1p 、 2p 、 1q 、 2q 可參閱[20]。若材料只承受單

軸向(軸 1)外載重 11σ ，則雙相複合材料的平均應變  

 εε )1( 1111 Zc+= ； εεε )( 213322 Zc==   (3) 

其中 11ε 為載重方向的複合材料(砂漿或混凝土)應變， 22ε 和 33ε 為垂直載重方向的複合材料應

變，ε 為承受相同外載重的水泥基材應變，材料參數 1Z 、 2Z 參閱[20]。 
因水泥基複合材料的應力應變曲線並非只有線性，還有非線性部分，若使用(2)計算的彈性

模數則只能表示應力-應變曲線的直線部分，因此需要修正。當材料彈性模數在超出線性範圍時

會隨著變形量的增加而減少，為能適當的描述這個現象，這裡採用正割模數(secant moduli)代替
彈性模數來表示材料的應力-應變行為，此時水泥基材的正割模數  

 )()( 00 tts κκ ≤ ； )()( 00 tts µµ ≤   (4) 

上標 s表示正割。 

由材料試驗和四參數力學模式可求得基材的正割楊氏模數 sE0及柏松比 0ν ，此時基材的正割
體積模數和正割剪力模數可經由下式計算 
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這裡假設水泥系膠結材的柏松比 0ν 在受力的過程中保持線性關係。 

利用 Hill [21]的正割模數法來修正(2)，便可由基材的 s
0κ 及

s
0µ 來計算複合材料的正割模數如

下所示： 
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其中 sE 和 sν 分別是複合材料的正割楊氏模數和正割柏松比。若骨材形狀為球形(sphere)且性質
為完全彈性，則骨材體積模數 11 κκ =s 及剪力模數 11 µµ =s ，複合材料的正割模數(6)能簡化成 
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其中 10 1 cc −= 為水泥系膠結材的體積含量。 

若水泥基複合材料承受單軸壓力，依介質理論公式和正割模數法，經由(6)-(7)計算複合材料

正割模數及(3)計算複合材料應變ε 後，依據虎克定律(Hooke’s law)可獲得應力-應變關係： 

 [ ])()1(
)21)(1(

),( 33221111 εενεν
νν

εσ ++−
−+

= ss
ss

sEt  (10) 

因此可由水泥系膠結材及骨材性質計算水泥基複合材料在不同骨材含量和材料齡期時的應力與

應變關係。 

四、結果與分析 

4.1 模擬基材應力-應變曲線 
因水泥基複合材料的性質會隨著水泥基材(膠結材)的齡期而改變，若要模擬水泥基複合材料

的應力-應變行為，首先要知道水泥基材應力-應變行為與齡期的關係。由四參數力學模式與試驗

結果可模擬得到膠結材的理論應力-應變曲線，再以迴歸的方法求得四個參數與齡期的關係。 
水泥系膠結材應力-應變曲線經四參數力學模式模擬並與試驗值比較如圖 2，結果顯示，經

由四個參數模擬的應力-應變曲線與試驗曲線相當接近。圖 2的四個參數值與齡期的關係如下:  

 91.0log04.0)(log02.0)( 2
1 +⋅+⋅−= tttk  (11) 

 71.12log57.2)(log42.0)( 2
2 +⋅−⋅= tttk  (12) 

 65.6log92.0)(log59.0)( 2
1 +⋅+⋅−= tttη  (13) 

 76.122log33.20)(log56.21)( 2
2 +⋅−⋅= tttη  (14) 

其中 t為齡期(天)，而 )(1 tk 、 )(2 tk 的單位為GN/m， )(1 tη 及 )(2 tη 的單位為GN-sec/m。公式(11)-(14)
四個參數的樣本相關係數(sample correlation coefficient) r值皆接近於 1，約為 99.0=r ，這表示

四參數值可用來模擬水灰比 0.45，齡期介於 7天至 540天(18個月)的水泥膠結材應力-應變行為。  
若四參數力學模式應用在水膠比 0.41 的飛灰水泥膠結材，結果參見圖 3，其中四個參數值

與齡期的關係如下:  

 0.1log03.0)(log02.0)( 2
1 +⋅+⋅−= tttk  (15) 

 93.13log76.2)(log45.0)( 2
2 +⋅−⋅= tttk  (16) 

 78.6log95.0)(log61.0)( 2
1 +⋅+⋅−= tttη  (17) 

 5.138log66.21)(log86.23)( 2
2 +⋅−⋅= tttη  (18) 

這四個參數的 r值也皆為 99.0=r ，這表示公式(15)-(18)的四參數值可以模擬飛灰水泥膠結材的
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應力-應變行為。 
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圖 2 水泥膠結材( 1c =0)應力應變曲線 
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圖 3 飛灰水泥膠結材( 1c =0)應力應變曲線

4.2 模擬長齡期水泥基複合材料應力-應變曲線 
已知細骨材形狀的平均細長比(aspect ratio)α =1.13，水泥基複合材料是在膠結材內分別摻入

1c =0.29、 1c =0.38及 1c =0.49的骨材。由(11)-(14)或(15)-(18)的四參數公式，配合(1)可求出膠結
材的應力-應變曲線，這個模擬的應力-應變曲線做為計算膠結材正割模數的依據，經由(6)-(7)算
出水泥基複合材料的正割模數，此正割模數和(3)的應變代入公式(10)可模擬複合材料應力-應變
曲線。 

圖 4~圖 6為水泥複合材料長齡期的應力-應變曲線。圖 4是比較 1c =0.29水泥複合材料理論

與試驗的應力-應變曲線，在這九個齡期中的線性範圍部份，以介質理論配合正割模數觀念所模

擬的應力-應變曲線與試驗曲線幾乎完全重疊；比較非線性曲線範圍，理論應力-應變曲線皆低於
試驗曲線，這是由於理論應力-應變曲線是假設骨材所有的細長比 =α 1.13(較接近球型)，但實際

情況是骨材的細長比並非全是 1.13，因此造成理論預測曲線稍低於試驗曲線。比較 1c =0.38的水
泥複合材料如圖 5，理論與試驗的應力-應變曲線趨勢和圖 4 類似。 

在圖 6的 1c =0.49水泥複合材料中，當齡期超過 2個月時，理論的應力-應變曲線在約 90%
的極限應力之後會高於試驗的應力應變曲線，這是由於骨材體積含量到達 1c =0.49後，膠結材逐
漸無法完全包裹骨材，造成水泥複合材料內的孔隙(voids)與微裂縫(microcracks)等材料缺陷含量

增加，且隨著受載重的應變量增加，這些缺陷逐漸發展並彼此連結，造成應力-應變曲線末端的
強度發展不如理論預期。 
為印證所提出的理論適用於其他水泥基複合材料，除了做上述比較外，還進一步用飛灰水

泥複合材料應力-應變曲線來驗證，如圖 7~圖 9。比較 1c =0.29和 1c =0.38的飛灰水泥複合材料，

由圖 7~圖 8得知，理論的應力-應變曲線與試驗曲線具有相同的趨勢，且在線性部分幾乎重疊，
與水泥複合材料相似；且同樣的，飛灰水泥複合材料的理論應力-應變曲線皆稍低於試驗量測的

應力-應變曲線，這也是因實際情況的骨材細長比α 並非全為 1.13所致。 

圖 9是 1c =0.49飛灰水泥複合材料的應力-應變曲線，當材料齡期介於 2~12個月時且應力大

於 90%的極限應力後，仍會出現如同 1c =0.49水泥複合材料(圖 6)的趨勢，即理論的應力-應變曲
線末端會稍高於試驗的應力-應變曲線，這也是因為理論公式並未考慮材料內部缺陷對應力-應變
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曲線所造成的影響；但當材料齡期在 12個月以後，理論值仍低於試驗值，這可能是長齡期之後

的卜作嵐作用逐漸填滿孔隙，因而降低材料缺陷的影響效應。雖然如此，比較所有的水泥複合

材料和飛灰水泥複合材料的應力-應變曲線(圖 4~圖 9)，理論預測的應力-應變曲線都非常接近試

驗的應力-應變曲線，顯示所提出的微觀力學理論能適當的預測水泥基複合材料長齡期的應力-
應變行為。 
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圖 4 水泥複合材料 1c =0.29應力應變曲線 
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圖 6 水泥複合材料 1c =0.49應力應變曲線 
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圖 8 飛灰水泥複合材料 1c =0.38應力應變曲線 
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圖 5 水泥複合材料 1c =0.38應力應變曲線 
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圖 7 飛灰水泥複合材料 1c =0.29應力應變曲線 
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圖 9 飛灰水泥複合材料 1c =0.49應力應變曲線 
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五、結論 

提出介質理論配合正割模數觀念的微觀力學法來預測長齡期應力-應變曲線，經含 29％、38
％及 49％骨材的水泥複合材料和飛灰水泥複合材料的試驗印證，得到結果簡述如下： 

1.經由簡單的試驗及配合四參數模型，只要找出四個參數 )(1 tk 、 )(2 tk 、 )(1 tη 及 )(2 tη 與齡期的

函數，就可以模擬膠結材長齡期的應力-應變曲線。 
2.以四參數力學模式配合介質理論所模擬的應力-應變曲線相當接近於試驗的應力-應變曲線，表
示所提出的理論方法可合理的預估水泥複合材料及飛灰水泥複合材料於不同齡期下的應力-應
變行為。 

3.只要能正確的找出膠結材與齡期的關係，應用所提出的理論方法，便能合理的預測不同骨材

含量和不同齡期的水泥基複合材料應力-應變曲線。 
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