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摘要 

本研究整合微觀力學的介質理論及鐵電性區域轉換理論，得到壓電複合材料

的本構方程式，用來預測水泥壓電複合材料的壓電應變常數。含球型介質的水泥

壓電複合材料壓電應變常數和並聯模式的結果幾乎重疊，而扁平圓盤介質和串聯

模式結果重疊。經模擬水泥含 18%、35%、50%、65%和 70% PZT 的壓電應變常

數，並與實驗數據比較，發現考慮機電耦合係數因素所預測的值較接近實驗結果。 
關鍵字: 水泥壓電材料，介質理論，鋯鈦酸鉛 

Abstract 

The cement-based piezoelectric composite is a two-phase composite consisting 
of cement paste as the matrix and the Lead Zirconate Titanate as the inclusion. The 
piezoelectric property of Lead Zirconate Titanate (inclusion) in the cement-based 
piezoelectric composite undergone the external loading will increase the piezoelectric 
behavior that can be applied to smart structures. Based on the inclusion theory and the 
domain switch of ferroelectric theory, a constitutive equation of the cement-based 
piezoelectric composite is derived to predict its piezoelectric strain constant. The 
piezoelectric strain constant for the cement-based piezoelectric composites containing 
the spherical LZT is close to that derived from the parallel model, and, on the contrary, 
the materials with the disc LZT are near to the results of the series model. The 
theoretical results by considering the electromechanical coupling factor approach to 
the experimental data for cement-based piezoelectric composite with 18%、35%、

50%、65%和 70% PZT  value of cement-based piezoelectric composite.  
Keywords: cement-based piezoelectric composite, inclusion theory, Lead Zirconate Titanate 
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一、前言 

混凝土材料為目前我們使用最多的建築材料，但是由於它本身存在一定的缺陷，使

得混凝土材料在使用的過程中會因為這些缺陷而發生危險，為了確保使用該材料的人員

安全，便將智慧型結構系統的觀念應用在土木工程上，使混凝土材料是具有多種功能複

合的結材料，具有力學、自監測、調節濕度、保溫、自控濕、自癒合、調節變形量…等

多種功能，這些功能都是將智慧型結構系統應用在混凝土的目的。 
在智慧型結構系統中智慧型材料與母體結構材料之間的相容性影響到智慧材料功

能的發揮，甚至關係到整個智慧型結構系統的成功與否，相容性問題包含多方面，如阻

抗配合性、界面粘結和變形一致性等，這些問題常常出現在智慧材料的實際使用中：如

光導纖維材料的表面光滑，不易與母體材料形成良好的界面，進而影響應力和應變的有

效傳遞，降低其感測精度。在實際工程中，常常採用導電式智慧材料製作應變計監測受

力結果的變形情況，但是由於智慧材料和混凝土結構材料間的變形一致性的問題，監測

的結構會由於混凝土熱脹冷縮、乾縮、潛變等因素的干擾而變得沒有意義，沒辦法監測

到實際的混凝土結構內部應力和損傷[1, 2]。 
在應用智慧材料於結構物時，適用於金屬等的結構材料中的智慧材料未必適用於混

凝土材料。例如，混凝土材料在各種內在或外在因素作用下更易於變形，在混凝土所處

的環境溫度和濕度發生變化時，混凝土會出現收縮和膨脹現象，所以在發展土木工程領

域的智慧型結構時，需要與土木工程領域主體結構材料─混凝土相容的智慧材料，因此

以水泥基材料作為智慧材料的基體，加入壓電陶瓷材料作為功能體，可以形成與混凝土

母體具有良好相容性的水泥基壓電智慧複合材料[3, 4,5]。 
本文探討水泥壓電複合材料(cement-based piezoelectric composites)的壓電應變常數

(piezoelectric strain constant)，水泥壓電複合材料是由純水泥漿體為基材(matrix)與鋯鈦酸

鉛 (Lead Zirconate Titanate, PZT)壓電陶瓷為介質 (inclusion)所構成的雙相複合材料

(two-phase composite)。水泥壓電複合材料的作法是先將 PZT 放進水泥基材中，再根據

使用需要置於一個固定方向的電場內，使之極化，此時介質因極化後產生相變(phase 
transformation)而具有電極性(electric dipole)，利用極化完成後的水泥壓電複合材料可當

作感測器(正壓電效應)或致動器(負壓電效應)使用。 
在分析水泥壓電複合材料時，假設 PZT 介質的性質並沒有明顯變化且不考慮介質

相 應 變 (transformation strain) 對 水 泥 壓 電 複 合 材 料 的 影 響 。 理 論 依 據 是 以

Eshelby-Mori-Tanaka 理論[6, 7, 8]及鐵電性區域轉換(domain switch of ferroelectric)理論[9]
為基礎，推導出壓電複合材料的本構方程式(constitutive law)，並得到水泥壓電複合材料

的壓電應變常數進而預測其行為，最後和相關實驗數據比較，印證所提理論的可信度。 

二、水泥壓電複合材料性質 

在壓電材料中，較常使用的物理常數有壓電應變常數 d，壓電電壓常數 g 
(piezoelectric voltage constant)，介電常數 k (dielectric constant)，柔順模數 s (elastic 
compliance)，機電耦合係數 K (electromechanical coupling factor)等。 
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壓電應變常數 iPd 為每單位應力(σ )作用在壓電材料產生的極化或每單位電場( E )

作用在壓電材料產生的應變(ε )，其中下標第一個指標代表電場所施加的電極表面或電

場方向，下標第二個指標代表壓電材料致動或變形方向。壓電應變常數有 18 個獨立常

數，但是對壓電陶瓷或壓電聚合物而言，獨立常數只有 3 至 5 個，故壓電應變常數以矩

陣型式可寫為[10] 
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式中， 3231 dd = 且 2415 dd = 。 
壓電電壓常數 iPg 為每單位應力作用在壓電材料所產生的電場或每單位電位移 D  

(electric displacement)作用在壓電材料所產生的應變，其壓電電壓常數與壓電應變常數、

介電常數的關係如下 

( )σkdg /=                                (2) 

其中 )(σk 為在固定應力σ 時的介電常數。 
柔順模數張量 s 為每單位應力作用在壓電材料所產生的應變，為彈性模數張量

(elastic moduli tensor)的逆矩陣。另外，機電耦合係數 iPK 是有效表示壓電材料轉換電能

到機械能或轉換機械能到電能的因數，下標第一個指標代表機電耦合常數沿電極的作用

方向，下標第二個指標是沿機械能的作用方向，壓電材料的形狀也會影響 K 值。 
有關水泥壓電複合材料性質，如表 1 為採用常規的成型技術和極化方法成功製作了

0-3 型水泥壓電複合材料。 

 
表 1  PZT、水泥漿和混凝土性質[ 11] 

材料 
12-

33 10×d  
(C/N) 

3-
33 10×g

(Vm/N) 
rk 註 

(在1kHz)
pK 註  

(%) 

12-
33 10×s  
(m2/N) 

PZT 513 15.9 3643 67 16.7 
水泥漿 -- -- 56 -- ~ 72.0 
混凝土 -- -- -- -- ~ 30.0 

註： rk 為相對介電常數， pK 為機電耦合係數。 

 
水泥壓電複合材料的性質和 PZT 的含量、顆粒形狀和大小有關，表 2 為水泥壓電

複合材料實驗結果[3, 11]，其中水泥加入體積 35%、50%、65%和 70% 的 PZT，有兩種

PZT 直徑，PZT I 的平均直徑 6.45 mμ ，PZT II 的平均直徑 153.6 mμ 。由表 2 結果看出，

PZT 含量對水泥壓電複合材料的性質影響很明顯，隨著含量的增加，機電耦合常數逐漸

增大，當 PZT 陶瓷粉末為 70%時，機電耦合常數超過 20%；且當 PZTII 粉末的體積分
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量為 35%和 50%時其 33g 幾乎與 PZT 壓電陶瓷相同，而體積分量為 70%時，則 33g 大於

PZT壓電陶瓷；對 PZTI粉末實驗中 3 種體積分量的複合材料 33g 均大於 PZT陶瓷的 33g 。 

 
表 2  水泥壓電複合材料實驗結果 

PZT含量 PZT粒徑 
12-

33 10×d
(C/N) 

3-
33 10×g

(Vm/N) 
rk 註 

(在1kHz)
pK 註  

(%) 

0 -- 0 0 26.2 0 

35% PZT I 7.2 18.6 43.5 11.6 

50% PZT I 9.5 16.8 63.9 12.9 

65% PZT I 18.0 22.1 92.1 18.6 

35% PZT II 8.1 15.1 60.7 12.9 

50% PZT II 12.5 15.0 94.2 13.2 

70% PZT II 33.4 20.7 182.2 20.7 

 

三、鐵電性的區域轉換理論 

壓電材料受電場極化後，其中的電介質如受到與原始極化方向相反的電場作用時，

極化方向會反轉，但是如受到垂直原始極化方向的電場作用時，此時的極化方向會與外

加電場相同，但鐵電晶體結構會發生變化，而產生一個額外的應變及電位移，換言之極

化的鐵電區域與原先的區域方向不同，這個行為稱為鐵電性區域轉換理論。 
本文是將壓電材料當成感測器使用，是施加力或電場，因此壓電材料的線性偶合本

構方程式關係(coupled linear constitutive relations) [10]為 

nnij
T
klijkl

T
ij Eds += σε                             (3) 

( )
nmn

T
klmklm EkdD σσ +=                           (4) 

式中 T
ijε =應變， ijkls =柔順常數， T

ijσ =應力， nijd =壓電應變常數， nE =電場， mD =電位

移， ( )σ
mnk =介電常數。 

壓電材料 Gibbs 自由能的計算與形狀記憶合金位能的計算很相似，只是相關係數除

了應力與應變外，還需考慮電位移及電場，因此有一等值轉換量；且壓電材料的區域轉

換過程中為體積不可以壓縮，若全部區域的體積以 Tc1 表示，則鐵電區域中鐵電區域的

轉換可以表示為 

( )*T
1

T
ij

ds
ij

T
nnij

T
ijijkl

T
ij cEds εεσε +++=                   (5) 

                    ( ) ( )*T
1

T
m

ds
m

T
nmn

T
klmklm DDcEkdD +++= σσ                   (6) 
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式中 Tε =鋯鈦酸鉛整體應變， D =鋯鈦酸鉛整體電位移，上標符號 ds 表示區域轉換

(domain switch)，上標符號 T 表示區域轉換所引起的值，上標符號*表示等值轉換。將(5)
和(6)以應力及電位移表示，可改寫為 

                        ( )E
klkl

ds
kl

T
klijkl

T
ij L εεεεσ −−−= *)1(                       (7) 

                      ( ) *
m

ds
mnmn

T
klmklm DDEkeD +++= εε                      (8) 

式中 )1(
ijklL =介質彈性模數，上標或下標符號 1 表示介質， TdsTds c εε 1= ， *

1
* TTc εε = ，

nnkl
E Ed=ε ， nklijklnij dLe (1)= ， ( )*

1
* T

m
Tds
m

T
m

ds
m DDcDD +=+ 。 

四、水泥基壓電複合材料之鐵電區域轉換理論 

在水泥基壓電複合材料中，由於介質是壓電材料，因此在受到外力加載時會造成鐵

電區域轉換，所以在分析水泥基壓電複合材料行為時需考慮 dsε 及 dsD 。為了使壓電材

料可當成感測器或致動器使用，壓電材料需經過極化的步驟，在極化的過程中，壓電材

料會產生相變，而當極化完成後，壓電材料在使用的過程中性質都一樣，不會再產生額

外的相變，因此在這裡只分析水泥基壓電複合材料完成極化後，做為感測器或致動器使

用時的行為，忽略在製造過程中的相變影響。 

因水泥基壓電複合材料有鐵電區域轉換效應，會產生 dsε 和 Eε 等的轉換應變

(stress-free transformation strain or eigenstrain)，由 Eshely-Mori-Tanaka 理論得知，介質的

應力應變關係為 

( ) ( )E
kl

ds
kl

pt
klklklijklij L εεεεεσ −−++= ~0)1(1   

( )E
kl

ds
kl

pt
klklklijklL εεεεεε −−−++= *0(0) ~                 (9) 

其中 0ε =比較材(comparison material)應變， ε~ =介質含量所引起的擾動應變(perturbed 
strain)， ptε =介質性質差異所引起擾動應變， )0(

ijklL =基材彈性模數， *ε =等值轉換應變

(equivalent transformation strain)。 
利用 Eshelby 的理論， ( )Edspt S εεεε ++= * ，其中 S 為 Eshelby 張量，則水泥壓

電複合材料整體的平均應變ε 為 

>++<+= E
ij

ds
ijijijij c εεεεε *

1
0                        (10) 

其中角括弧 >•< 表示參數•為 3-D 空間散亂分佈的平均(orientational averaging)。 

 
由於 0-3 型水泥壓電複合材料的介質在水泥基材中呈三維任意方向排列，要求得應
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變ε ，可參考 Pan 和 Weng [12, 13]分析相變的增韌效應結果，則 

( ) ( ) ( ) ( )EdsEdsEds
kk

E
kk

ds
kkkk pppp 333333222222111111

0* εεεεεεεεεε ++++++>=++<     (11) 

( ) 0*
ij

E
ij

ds
ijij qεεεε >=++< ,  ( ji ≠ )                                     (12) 

式中參數 p 、 q 、 11p 、 22p 、 33p 參見[12]，與材料性質、介質形狀和含量有關。 

已知水泥壓電複合材料只給予外部電場使之極化，並不施加外應力，並不會產生應

變，因此在不受外力作用的情況下，比較材的應變 00 =ijε ，則(11)及(12)可改寫為 

( ) ( ) ( ) ( )EdsEdsEdsE
kk

ds
kkkk ppp 333333222222111111

* εεεεεεεεε +++++>=++<        (13) 

( ) 0* >=++< E
ij

ds
ijij εεε                                              (14) 

則水泥壓電複合材料的平均應變及電場為  
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           (15) 

將材料性質代入(15)及假設只在軸 3 方向極化( 33E )，則可求得水泥壓電複合材料的

壓電應變常數d 為 

1111111 dpcd =                            (16) 

013 =d                                  (17) 

特別聲明，這裡的軸 1 方向等於試驗的軸 3 方向，即理論推導所使用的 11d 等於試驗值

33d ，只是符號方向表示不同而已。 

 

五、理論及實驗比較 

因 0-3 型水泥壓電複合材料是等向性材料，且假設介質與基材也是等向性材料，由
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表 1 得 知 PZT 的 柔 順 常 數 Nms 212
11 107.16 −×= 及 基 材 的 柔 順 常 數

Nms 212
11 1072 −×= ，則可求得 PZT 的體積模數 GPa67.661 =κ 和剪力模數

GPa2.221 =μ ，而基材的體積模數 GPa10.70 =κ 和剪力模數 GPa92.50 =μ 。 

有關水泥壓電複合材料壓電應變常數與 PZT 含量關係，如圖 1，而 Li 等人[11]也利

用並聯模式和串聯模式求出水泥壓電複合材料壓電應變常數的上下限。若考慮極端的介

質形狀：球形( 0=α )及扁平圓盤( 0.001=α )，由(16)式求出水泥壓電複合材料壓電應

變常數預測值，如圖 2，發現所模擬出的理論曲線與並聯模型及串聯模型所模擬出的曲

線相當的接近，即水泥壓電複合材料含球型介質的壓電應變常數為上限(upper bound)，
圓盤介質的壓電應變常數為下限(lower bound)。 

因 0-3 型水泥壓電複合材料為等向性，實驗所量得的壓電應變常數為所有 PZR 介質

影響的平均值，因此理論預測必須考慮均值壓電應變常數(mean piezoelectric strain 
constant)，如均值應力概念 3/kkm σσ = ；且因壓電效應無法 100%轉換，因此也必須考

慮到機電耦合常數 tK 影響，所以理論預測的 0-3 型水泥基壓電複合材料壓電應變常數修

正為 

tKdpcd 1111111 3
1

=                              (18) 

利用(18)式將含球型 PZT 的水泥壓電複合材料壓電應變常數預測值和相關實驗值比較，

如圖 3 所示，得到理論預測值在合理範圍內。 

六、結論 

經由微觀力學的介質理論和鐵電性區域轉換理論所推導的本構方程式來預測水泥

壓電複合材料的壓電應變常數，得到如下結論： 

1. 水泥壓電複合材料含球型介質的壓電應變常數和並聯模式的結果幾乎重疊，而扁平

圓盤介質和串聯模式結果重疊，顯示含球型 PZT 和扁平 PZT 的水泥壓電複合材料壓

電應變常數分別為上下限。 
2. 在預測水泥壓電複合材料的壓電應變常數時，要考慮機電耦合常數的影響。 
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圖 1  水泥壓電複合材料壓電應變常數的上下限與實驗結果[11] 

 

 
圖 2  比較水泥基壓電複合材料壓電應變常數的上下限 
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圖 3 比較理論預測與試驗值 
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